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Un modèle pour décrire l’évolution d’une population de
cellules

Population de cellules caractérisées par un trait (âge, nombre de parasites,
taille, ...).

Étude du vieillissement cellulaire : [DLJB14].
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Description du modèle

Le trait (φx(t))t≥0 de chaque individu évolue suivant une diffusion
d’équation :

dφx(t) = r(φx(t))dt + σ(φx(t))dWt , φx(0) = x ,

où r , σ : R→ R sont des fonctions mesurables et (Wt)t≥0 est un
mouvement brownien standard.

Chaque individu se divise au temps t à un taux B(φx(t)), i.e.

P (β(u) > t|α(u), (φx(s))α(u)≤s≤t) = exp

(
−
ˆ t

α(u)
B(φx(s))ds

)
,

avec α(u), β(u) les temps de division et de naissance de u.
À sa mort, un individu de trait x est remplacé par 2 descendants de
traits à la naissance θx et (1− θ)x , où θ ∈ [0, 1] est une v.a. de
densité associée κ(θ) symétrique.
Conditionnellement au trait de leur ancêtre, les descendants évoluent
indépendamment les uns des autres.
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Exemple de trajectoire
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Chaîne de Markov bifurcante

On considère les notations de Ulam-Harris-Neveu, pour n,m ≥ 0, on note :

T =
⋃
m∈N
{0, 1}m, Tn =

n⋃
m=0

{0, 1}m, T?n = Tn \ {∅} .

On note Xu le trait à la naissance d’un individu u ∈ T. On suppose que
l’on dispose des observations

Xn = (Xu)u∈Tn .

Le processus (Xu, u ∈ T) est une chaîne de Markov bifurcante [Guy07] de
noyau de transition P de R dans R× R tel que :

E
[ ∏
u∈Gm

ψu(Xu,Xu0,Xu1)
∣∣Fm

]
=
∏

u∈Gm

Pψu(Xu),

pour tout m ≥ 0.
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Temps généalogique
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Processus de la cellule étiqueté

On considère la chaîne de Markov Y correspondant au trait d’un individu le
long d’une lignée : à chaque branchement, on choisit l’un des deux
descendants avec probabilité 1/2.

La transition de Y est donnée par Q = P1, avec

P1(x , dy) =

ˆ
R
P(x , dydy2) = P2(x , dy) =

ˆ
R
P(x , dy1dy),

car κ est symétrique.
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Convergence de la chaîne étiquetée

On note
|ϕ|V = sup

x∈R

|ϕ(x)|
1 + V (x)

.

Théorème
Sous des hypothèses appropriées sur la dynamique du flot, Q admet une
mesure invariante ν. De plus, il existe C > 0 et ρ ∈ (0, 1) tels que pour
tout x ∈ R et m ∈ N :∣∣Qmϕ− ν(ϕ)

∣∣
V
≤ Cρm

∣∣ϕ− ν(ϕ)
∣∣
V

pour toute fonction mesurable ϕ : R→ R telle que |ϕ|V <∞, avec
V (x) = x2.

Preuve : [HM11]
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On considère la mesure empirique donnée pour toute fonction test ψ par :

Mn(ψ) =
1
|T?n|

∑
u∈T?n

ψ(Xu− ,Xu)

Théorème
Soit µ ∈MP(R) telle que µ(V 2) <∞ et ψ : R× R→ R une fonction à
support compact. Sous des hypothèses assurant l’ergodicité de Y , si ρ ≤ 1

2 ,

Eµ
[
(Mn(ψ)− ν(ψ))2] . |Tn|−1C (ψ), ∀n ∈ N,

où . signifie à une constante près dépendante de Q et supp(ψ) et

C (ψ) =
∣∣ψ2∣∣

µ
+ |ψ?ψ|µ +

(
1 + µ(V 2)1/2

)
|ψ?|1 |ψ|1 .

ψ?(x) = supy∈R |ψ(x , y)|, ψ?(y) = supx∈R |ψ(x , y)|

|ψ|µ =

ˆ
R×R
|ψ(x , y)|µ(dx)dy + |ψ?|1 ∧ |ψ|1.
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Noyau

Définition
Une fonction G : R→ R est un noyau d’ordre k si elle est à support
compact et si elle satisfait

´
R x lG (x)dx = 1{l=0} pour tout l = 0, . . . , k .

Exemples :
- x → 1{x≤1} est un noyau d’ordre 0,

- x → 1/
√
2πe−x

2/2 est un noyau d’ordre 1,
- on peut construire des noyaux de tout ordre à l’aide des polynômes de
Legendre.

12 / 25



Estimateur à noyau de la mesure invariante

Soit G un noyau d’ordre k et h > 0 un paramètre de lissage. On pose

Gh(y) = h−1G (h−1y), ∀y ∈ R.

CommeMn(ϕ) converge vers ν(ϕ), on a

Mn(Gh(· − x0)) −−−→
n→∞

ˆ
R
Gh(x − x0)ν(x)dx .

Un estimateur de ν(x0), pour x0 ∈ R est donc donné par

ν̂n(x0) =Mn(Gh(· − x0)).
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Estimateur à noyau de la densité

De la même façon, on considère G un noyau d’ordre k et h1, h2 > 0 deux
paramètres de lissage. On pose

G⊗2
h1,h2

(x , y) = h−1
1 h−1

2 G (h−1
1 x)G (h−1

2 y), ∀x , y ∈ R.

On a alors la convergence suivante :

Mn(G⊗2
h1,h2

(· − x0, · − y0))

−−−→
n→∞

ˆ
R×R

G⊗2
h1,h2

(x − x0, y − y0)q(x , y)ν(x)dydx .

Un estimateur de la densité q(x0, y0), pour x0, y0 ∈ R est alors donné par

q̂n(x0, y0) =
Mn(G⊗2

h1,h2
(· − x0, · − y0)

Mn(Gh(· − x0)) ∨$
.
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Convergence des estimateurs

Soit α, β > 0 et G un noyau d’ordre k > max(α, β). On pose

h = |Tn|
−1

2β+1 , h1 = |Tn|
−s(α,β)

(α∧β)(2s(α,β)+1) , h2 = |Tn|
−s(α,β)

β(2s(α,β)+1) , $n → 0.

Théorème
Sous des hypothèses assurant l’ergodicité de la chaîne Y , on a(

E
[(
ν̂n(x0)− ν(x0)

)2])1/2
. |Tn|−β/(2β+1),(

E
[(
q̂n(x0, y0)− q(x0, y0)

)2])1/2
. $−1

n |Tn|−s(α,β)/(2s(α,β)+1),

avec s(α, β)−1 = (α ∧ β)−1 + β−1, uniformément en Q pour Q dans une
certaine classe de régularité de Hölder dépendant de α et β.
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Estimation du taux de division

La dépendance en B de la transition est complexe mais explicite :

q(x , y) =

ˆ 1

0

κ(z)

z
B(y/z)σ(y/z)−2E

[ ˆ ∞
0

e−
´ t
0 B(φx (s))dsdL

y/z
t (φx)

]
dz ,

avec Lyt (φx) le temps local au temps t au point y de (φx(t), t ≥ 0).
Pour l’estimation par maximum de vraisemblance de B , on se restreint au
cas d’un trait évoluant dans un compact [0, L] ⊂ R :

dφx(t) = r(φx(t))dt + σ(φx(t))dWt + d`t ,

où (`t)t≥0, vérifiant `t =
´ t
0

(
1{Xs=0} + 1{Xs=L}

)
d`s , traduit les réflexions

au bord du domaine et (Wt)t≥0 est un mouvement brownien standard.
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Modèle paramétrique

On suppose que le taux de division B appartient à une classe

B =
{
B : [0, L]→ R,B(x) = B0(ϑ, x), x ∈ [0, L], ϑ ∈ Θ

}
,

où x 7→ B0(x , ϑ) est connu à un paramètre ϑ ∈ Θ près, et Θ ⊂ Rd est
compact.

But
Estimer ϑ à partir de (Xu, u ∈ Tn).
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Identifiabilité du modèle

Définition
Une classe B de fonctions de [0, L] dans [0,∞) est ordonnée si ϕ1, ϕ2 ∈ B
entraine soit ϕ1(x) ≤ ϕ2(x) pour tout x ∈ [0, L] ou ϕ2(x) ≤ ϕ1(x) pour
tout x ∈ [0, L].

Exemples :
- {x → ϑ, ϑ ∈ Θ},
- {x → 1 + ϑx , ϑ ∈ Θ}.
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Vraisemblance

La vraisemblance est donnée par :

Ln
(
ϑ, (Xu, u ∈ Tn)

)
=
∏
u∈T?n

qϑ(Xu− ,Xu),

où Xu− correspond au trait de l’ancêtre de u. On considère alors
l’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) donné par :

ϑ̂n ∈ argmax
ϑ∈Θ

 1
T?n

∑
u∈T?n

log (qϑ (Xu− ,Xu))

 .
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Consistance

Théorème

Sous des hypothèses de régularité du taux de division, ϑ̂n converge en
probabilité vers ϑ lorsque n tend vers l’infini.
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Normalité asymptotique

On définit Ψ(ϑ) la matrice d’information de Fisher dont les coefficients
sont donnés pour tout 1 ≤ i , j ≤ d par :

Ψ(ϑ)i ,j = νϑQ(ϑ)

(
∂ϑiqϑ∂ϑjqϑ

q2
ϑ

)
.

Théorème
Sous des hypothèses de régularité et si Ψ(ϑ) est inversible, pour tout ϑ
dans l’intérieur de Θ, on a:

T1/2
n

(
ϑ̂n − ϑ

)
→ N

(
0,Ψ(ϑ)−1) ,

en loi lorsque n tend vers l’infini, où N
(
0,Ψ(ϑ)−1) désigne la loi normale

d-dimensionnelle de moyenne 0 et de matrice de covariance l’inverse de la
matrice de Fisher ψ(ϑ).
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Simulations
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Figure: Log-vraisemblance calculée à partir de données simulées avec
B(x , ϑ) = 1 + ϑx , ϑ = 10, dφx(t) = −10dt + dWt .
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13.82

Merci pour votre attention !
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