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« Bon » Laplacien : loi phénoménologique monotone + ....
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.... + principe de conservation
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Principe du maximum trés robuste :

Pour toute loi phénoménologique monotone, i.e.

u(ry,2) = p(p(r1),p(r2)) avec signp(pr,p2) = sign(p; — p2)
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Cadre abstrait

Loi de Kirchhof Y u(z,y) = du(z) =0

y~x

Loi de Poiseuille / Ohm  p(x) — p(y) = d"(x,y) = r(z,y)u(z,y)
Analogie avec le probleme de Darcy

{u+%d*p = 0 in F {u—i—kVp

du = 0 in \O/:V\({O}UF) —V-u

On élimine la vitesse : probleme de Dirichlet

—Ap(z) = 0 VzeV,
plo) = 0
p(z) = g(z) VzeT

avec  —Ap(z) =dedp(x) = c(x,y)(p(x) — p(y))

y~x



Remarque (pour numériciens) : le laplacien discrétisé par éléments finis peut
étre vu comme exprimant un réseau résistif, si tous les angles sont aigus
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La théorie autour du probleme de Poisson est essentiellement
transposable dans le cas discret (Doyle & Snell, 84), avec quelques
difféerences

La notion de régularité n’a pas de sens (au moins pour un réseau fini)

Interprétation probabiliste (mouvement brownien remplacé par
marche aléatoire, avec probabilités de transition inversement
proportionnelles aux résistances)

L'interprétation de I'équation de la chaleur comme flot gradient de
I'entropie dans I'espace de Wasserstein est transposable :

flot gradient de I'entropie relative par rapport a la mesure stationnaire
pour une certaine métrique de type Wassertein (J. Maas 2011)

Pour les réseaux infinis (la frontiére, ou espaces des bouts, est alors
I'ensemble des chemins vers l'infini quotienté par la relation d’équivalence
d’étre confondus au dela d’un certain rang), on ne peut pas définir la trace
comme extension de la notion de restriction de fonctions régulieres définies
au-dela de la frontiere : on doit procéder de l'intérieur




Autre contexte : transport congestionné

. Lefebvre & S. faure S. Rafai & P. Peyla (Liphy)

Zuriguel et al. 16’

Parisi et al. 15’ Garcimartin et al. 14’



Transport congestionné macro
(avec A. Roudneff-Chupin et F. Santambrogio)

U : vitesse spontanée
Contrainte : V-u>0 sur la zone saturée

u : vitesse effective, la plus proche de U parmi les vitesses admissibles

u+ Vp U
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Sur la sortie : u-an-n——pZU-n
on

Les gens sortent plus vite que s'ils étaient seuls ...



Calculs : A. Roudneff-Chupin & J. Dambrine
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Transport congestionné micro
(avec J. Venel)

\
U= (U,...,Uy) Vitesses spontanées L \
I Dy —_—

Contrainte :  Gij-u>0 quand i et j sont en contact

Gij = VD;i(z) = (0,...,0,—¢€;;,0,...,0,€;7,0,...,0) € R*N

Rappel du macro

- Bu < 0, ~V-u < 0
—Gij-u < 0 Vi~yg, =
p >0, p > 0, p >
Gij-u>0 = py =0. p-Bu = 0. /wu-vp = 0,




Probléme de Poisson discret

Discret Continu
BB*u = BU —Ap=-V-U>0
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En dimension supérieure ...



P23

p = (p12,p23)
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Graphe dual

Graphe primal



La matrice n'est pas a diagonale dominante,
en outre certains éléments extra diagonaux sont positifs



Calculs : S. Faure



Conséquence concrete : effet faster is slower

Les gens ralentissent
quand c¢a ne sert a rien
de pousser

Les gens vont le
plus vite possible

On rajoute un
obstacle

Calculs: F. Al Reda







